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The´orie Lp pour l’e´quation de Cauchy-Riemann
Christine LAURENT-THIE´BAUT
Cet article propose une e´tude syste´matique de l’ope´rateur de Cauchy-Riemann rela-
tivement aux espaces Lp, 1 < p < +∞, dans les varie´te´s analytique complexes. L’inte´reˆt
des espaces Lp, 1 < p < +∞, est que leurs espaces duaux sont des espaces de meˆme
type, plus pre´cise´ment le dual d’un espace Lp, 1 < p < +∞, est un espace Lp
′
, ou` p′ est
de´termine´ par 1p +
1
p′ = 1. Cette proprie´te´ prend toute son importance dans l’e´tude de la
dualite´ de Serre.
Notons que si p = 2, alors p′ = 2 et les espaces L2 sont des espaces de Hilbert. Le
cas particulier p = 2 a e´te´ tre`s largement e´tudie´ via la the´orie L2 de L. Ho¨rmander [12]
et l’e´tude de l’ope´rateur de Neumann initie´e par G.B. Folland et J.J. Kohn [7] (voir [6]
et les re´fe´rences contenues dans sa bibliographie). Un travail re´cent de D. Chakrabarti et
Mei-Chi Shaw [4] traite de la dualite´ de Serre dans ce cadre.
Une premie`re partie s’inte´resse a` la cohomologie de Dolbeault Lploc a` valeurs dans un
fibre´ vectoriel holomorphe sur une varie´te´ analytique complexe. Nous prouvons l’existence
de l’isomorphisme de Dolbeault entre la cohomologie de Dolbeault Lploc et la cohomologie
de Dolbeault C∞ ainsi que la cohomologie de Dolbeault pour les courants. Nous prouvons
en particulier
The´ore`me 0.1. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et p ≥ 1. Si r est un entier tel que 0 ≤ r ≤ n,
(i) pour toute f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, telle que ∂f = 0, et tout voisinage U du
support de f , il existe g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E) a` support dans U telle que f−∂g ∈ Er,q(X,E);
(ii) si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, ve´rifie f = ∂S pour un courant S ∈ D′r,q−1(X,E),
alors pour tout voisinage U du support de S il existe g ∈ (W 1,ploc )
r,q−1(X,E) a` support dans
U telle que f = ∂g sur X.
On obtient alors que si f ∈ (Lp)r,q(X,E), 0 ≤ r ≤ n, q ≥ 1, est une forme diffe´rentielle
a` support compact dansX, qui est exacte au sens des courants, il existe g ∈ (W 1,p)r,q−1(X,E)
a` support compact dans X telle que f = ∂g sur X. Cela re´pond a` une question pose´e par
G. Tomassini (voir [2] et [1]).
Il en re´sulte e´galement un the´ore`me d’extension du type Hartogs-Bochner-Severi pour
les fonctions CR de re´gularite´ Sobolev W
1− 1
p
,p
.
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Dans la seconde partie nous de´finissons plusieurs complexes de Cauchy-Riemann pour
Lp. Nous de´veloppons tout d’abord la the´orie d’Andreotti-Grauert dans le cadre Lp, une
premie`re avance´e dans ce domaine est due a` N. Kerzman [13]. Pour ce faire, nous nous
appuyons sur des re´sultats de compacite´ re´sultant des estimations Sobolev jusqu’au bord
dues a` R. Beals, P. Greiner et N. Stanton [3].
Ensuite nous pre´cisons les proprie´te´s de dualite´ reliant les diffe´rents complexes Lp
et en appliquant des re´sultats abstraits nous de´veloppons la dualite´ de Serre dans ce
cadre. Cela nous permet d’e´tudier la re´solution du ∂ a` support exact. Plus pre´cise´ment
nous conside´rons le proble`me de Cauchy faible suivant : Soit X une varie´te´ analytique
complexe de dimension complexe n ≥ 2, E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D un
domaine relativement compact dans X. Etant donne´e une (r, q)-forme f a` coefficients
dans Lp(X,E), avec 0 ≤ r ≤ n et 1 ≤ q ≤ n, telle que
supp f ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,
existe-t-il une (r, q − 1)-forme g a` coefficients dans Lp(X) telle que
supp g ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X ?
Notons que lorsque q = n, la condition ∂f = 0 dans l’e´nonce´ du proble`me de Cauchy est
vide et qu’une condition de moment est ne´cessaire pour avoir une solution. Des conditions
cohomologiques puis ge´ome´triques sur X et D sont donne´es pour obtenir une re´ponse
affirmative (voir les The´ore`mes 2.19 et 2.20 et les corollaires qui suivent). La the´orie
de´veloppe´e ici donne un bien meilleur controˆle du support de la solution en fonction du
support de la donne´e par rapport aux re´sultats de´montre´s dans la premie`re partie.
Finalement nous pouvons de´duire de l’e´tude du proble`me de Cauchy des re´sultats
d’extensions pour les formes diffe´rentielles CR, de re´solution de l’e´quation de Cauchy-
Riemann dans des anneaux et des the´oremes de se´paration pour certains groupes de co-
homologie.
Je voudrais remercier ici Eric Amar pour les nombreux e´changes que nous avons eu
lors de la pre´paration de cet article.
1 Cohomologie L
p
loc dans les varie´te´s complexes
Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n et E un fibre´ vectoriel
holomorphe sur X, on note Er,q(X,E), 0 ≤ r, q ≤ n, l’espace de Fre´chet des (r, q)-formes
diffe´rentielles a` valeurs dans E de classe C∞ sur X muni de la topologie de la convergence
uniforme des formes et de toutes leurs de´rive´es sur tout compact de X et Dr,q(X,E),
0 ≤ r, q ≤ n, le sous espace de Er,q(X,E) des formes a` support compact muni de sa
topologie usuelle de limite inductive de Fre´chet. On de´signe par ∂ l’ope´rateur de Cauchy-
Riemann associe´ a` la structure complexe de X et pour tout 0 ≤ r ≤ n on conside`re
les groupes de cohomologie Hr,q(X,E), 0 ≤ q ≤ n, du complexe (Er,•(X,E), ∂) et les
groupes de cohomologie Hr,qc (X,E), 0 ≤ q ≤ n, du complexe (Dr,•(X,E), ∂). Il s’agit
des groupes de cohomologie de Dolbeault et des groupes de cohomologie de Dolbeault a`
support compact de X a` valeurs dans E, ils sont de´finis par
Hr,q(X,E) =
Er,q(X,E) ∩ ker ∂
∂Er,q−1(X,E)
et Hr,qc (X,E) =
Dr,q(X,E) ∩ ker ∂
∂Dr,q−1(X,E)
The´orie Lp pour l’e´quation de Cauchy-Riemann 3
et munis de la topologie quotient correspondante.
Si D′r,q(X,E), 0 ≤ r, q ≤ n, de´signe l’espace des courants de bidegre´ (r, q) a` valeurs
dans E sur X, on peut e´tendre l’ope´rateur ∂ a` cet espace en posant pour T ∈ D′r,q(X,E),
< ∂T,ϕ >= (−1)p+q+1 < T, ∂ϕ > pour toute forme ϕ ∈ Dn−r,n−q−1(X,E∗). On obtient
ainsi un nouveau complexe (D′r,•(X,E), ∂) dont les groupes de cohomologie sont note´s
Hr,qcour(X,E).
Pour 0 ≤ r ≤ n, notons ΩrE le faisceau des (r, 0)-formes holomorphes sur X a` valeurs
dans E. Il re´sulte du lemme de Dolbeault et de l’isomorphisme de de Rham-Weil (voir
par exemple le The´ore`me 2.14 dans [11]) que les groupes de cohomologie du faisceau ΩpE
et les groupes de cohomologie de Dolbeault sont isomorphes, i.e.
Hq(X,ΩrE) ∼ H
r,q(X,E).
Le lemme de Dolbeault e´tant e´galement valide pour les courants (voir par exemple le
The´ore`me 2.13 dans [11]), les groupes de cohomologie du faisceau ΩpE et les groupes de
cohomologie au sens des courants sont aussi isomorphes, i.e.
Hq(X,ΩrE) ∼ H
r,q
cour(X,E).
Dans cette section, nous allons ge´ne´raliser ces re´sultats a` la cohomologie Lploc, p ≥ 1.
Pour faciliter la lecture de ce travail nous donnons en de´tail la plupart des de´monstrations
meˆme lorsqu’elles sont similaires a` celles de [11].
Conside´rons pour p ≥ 1, le sous espace (Lploc)
r,q(X,E), 0 ≤ r, q ≤ n, de D′r,q(X,E) des
(r, q)-formes diffe´rentielles a` valeurs dans E a` coefficients dans Lploc muni de la topologie de
la convergence Lp sur tout compact de X. On de´finit l’ope´rateur ∂ de (Lploc)
r,q(X,E) dans
(Lploc)
r,q+1(X,E) de la manie`re suivante : si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E) et g ∈ (Lploc)
r,q+1(X,E),
on a ∂f = g si ∂f et g co¨ıncident au sens des courants et son domaine de de´finition
Dom(∂) est l’ensemble des f ∈ (Lploc)
r,q(X,E) telles que ∂f ∈ (Lploc)
r,q+1(X,E). Notons
que puisque ∂ ◦ ∂ = 0, si f ∈ Dom(∂) alors ∂f ∈ Dom(∂). On obtient ainsi un complexe
d’ope´rateurs non borne´s ((Lploc)
r,•(X,E), ∂).
Le lemme de Dolbeault est encore valable pour les formes a` coefficients dans Lploc. En
effet, pour tout x ∈ X, si U ⊂⊂ V sont deux voisinages de x contenus dans un ouvert
de carte de X qui est aussi un domaine de trivialisation de E, χ une fonction a` valeurs
positives, de classe C∞ sur X, a` support compact contenu dans V et identiquement e´gale
a` 1 sur U et si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, apre`s avoir identifie´ U et V avec des ouverts
de Cn par un choix de coordonne´es, on obtient, pour tout z ∈ V , par la formule de
Bochner-Martinelli-Koppelman
(−1)r+q(χf)(z) = ∂
∫
ζ∈V
(χf)(ζ) ∧B(z, ζ)−
∫
ζ∈V
∂(χf)(ζ) ∧B(z, ζ),
ou` B(z, ζ) de´signe le noyau de Bochner-Martinelli. Lorsque la forme diffe´rentielle f est
∂-ferme´e alors
(−1)r+q(χf)(z) = ∂
∫
ζ∈V
(χf)(ζ) ∧B(z, ζ)−
∫
ζ∈V
∂χ(ζ) ∧ f(ζ) ∧B(z, ζ).
Rappelons que le noyau de Bochner-Martinelli ve´rifie B = τ∗kBM , ou` kBM est une
forme diffe´rentielle singulie`re a` l’origine, a` coefficients localement inte´grables sur Cn et
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τ l’application qui a` (z, ζ) associe ζ − z (cf. [14], chapitre III). Par conse´quent, graˆce aux
proprie´te´s de la convolution, la forme diffe´rentielle B˜(χf)(z) =
∫
ζ∈V (χf)(ζ) ∧B(z, ζ) est
dans (Lploc)
r,q−1(X,E).
La forme diffe´rentielle
∫
ζ∈V ∂χ(ζ) ∧ f(ζ)∧B(z, ζ) est ∂-ferme´e et de classe C
∞ sur U ,
car les singularite´s de B sont concentre´es sur la diagonale et le support de ∂χ contenu
dans V \ U . Il re´sulte du lemme de Dolbeault pour les formes de classe C∞ qu’il existe
un voisinage U ′ ⊂ U de x et une forme diffe´rentielle g de classe C∞ sur U ′ telle que∫
ζ∈V ∂χ(ζ) ∧ f(ζ) ∧B(z, ζ) = ∂g sur U
′. Par conse´quent on a pour tout z ∈ U ′
(−1)r+qf(z) = ∂
(
B˜(χf)(z)− g
)
et la forme diffe´rentielle B˜(χf)(z)− g est a` coefficients dans Lploc.
Le complexe ((Lploc)
r,•(X,E), ∂) est donc une re´solution du faisceau ΩrE et les groupes
de cohomologie Hr,q
LP
loc
(X,E) de ce complexe sont isomorphes aux groupes de cohomologie
du faisceau ΩpE, i.e.
Hq(X,ΩrE) ∼ H
r,q
LP
loc
(X,E).
On en de´duit aise´ment la proposition suivante :
Proposition 1.1. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n et
E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X. Pour tout p ≥ 1 et 0 ≤ r, q ≤ n, les applications
naturelles
Φ : Hr,q(X,E)→ Hr,q
LP
loc
(X,E) et Ψ : Hr,q
LP
loc
(X,E)→ Hr,qcour(X,E)
sont des isomorphismes, appele´s isomorphismes de Dolbeault. En particulier
(i) Pour toute f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, telle que ∂f = 0, il existe g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E)
telle que f − ∂g ∈ Er,q(X,E).
(ii) Si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, ve´rifie f = ∂S pour un courant S ∈ D′r,q−1(X,E), il
existe g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E) telle que f = ∂g sur X.
Notons que si la varie´te´ X est compacte l’espace des formes a` coefficients dans Lploc(X,E)
co¨ıncide avec l’espace des formes a` coefficients dans Lp(X,E) et par conse´quent il re´sulte
de la Proposition 1.1 que
Hq(X,ΩrE) ∼ H
r,q(X,E) ∼ Hr,q
LP
(X,E) ∼ Hr,qcour(X,E).
Le point (i) de la Proposition 1.1 peut eˆtre pre´cise´ de la manie`re suivante :
Proposition 1.2. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et p ≥ 1. Pour toute f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, telle
que ∂f = 0, et tout voisinage U du support de f , il existe g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E) a` support
dans U telle que f − ∂g ∈ Er,q(X,E).
De´monstration. Choisissons un voisinage V du support de f tel que V ⊂ U et soient χ0 et
χ1 des fonctions de classe C
∞ sur X telles que χ0 = 1 sur un voisinage de X \V et χ0 = 0
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au voisinage du support de f , χ1 = 1 au voisinage de X \U et χ1 = 0 sur un voisinage de
V .
Puisque f est ∂-ferme´e, il re´sulte du (i) de la Proposition 1.1 qu’il existe une forme
g0 ∈ (L
p
loc)
r,q−1(X,E) telle que f − ∂g0 = u ∈ E
r,q(X,E). Alors u = −∂g0 sur X \ suppf
et comme le morphisme Φ de la Proposition 1.1 est injectif, il existe une forme v de classe
C∞ sur X \ suppf telle que u = ∂v sur X \ suppf . Sur X \V on a alors ∂(g0+χ0v) = 0 et
l’assertion (i) de la Proposition 1.1 applique´e a` la varie´te´ X \ V implique alors l’existence
d’une forme g1 ∈ (L
p
loc)
r,q−1(X \ V ,E) telle que g0 + χ0v − ∂g1 = w ∈ E
r,q(X \ V ,E). La
forme g = g0 + χ0v − χ1w − ∂(χ1g1) est a` coefficients dans L
p
loc et a` support dans U , de
plus
f − ∂g = f − ∂(g0 + χ0v − χ1w) = u− ∂(χ0v − χ1w)
est de classe C∞ sur X.
Conside´rons les sous espaces (Lpc)r,q(X,E) de (L
p
loc)
r,q(X,E), 0 ≤ r, q ≤ n, des (r, q)-
formes a` coefficients dans Lp et a` support compact, on peut leur associe´s le complexe
((Lpc)r,•(X,E), ∂). Les groupes de cohomologie de ce complexe sont de´finis par
Hr,qc,Lp(X,E) =
(Lpc)r,q(X,E) ∩ ker ∂
∂(Lpc)r,q−1(X,E)
.
Corollaire 1.3. Soient X une varie´te´ analytique complexe, connexe, non compacte, de
dimension complexe n et E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X. Pour tout p ≥ 1 et
0 ≤ r, q ≤ n, l’application naturelle
Φc : H
r,q
c (X,E)→ H
r,q
c,LP
(X,E)
est surjective.
De´monstration. Si q = 0, Hr,0c (X,E) = H
r,0
c,LP
(X,E) = 0, car X est connexe, et le corol-
laire est vrai, il reste alors a` prouver que pour toute f ∈ (Lpc)r,q(X,E), q ≥ 1, telle
que ∂f = 0, il existe g ∈ (Lpc)r,q−1(X,E) telle que f − ∂g ∈ Dr,q(X,E). Soient f ∈
(Lpc)r,q(X,E), q ≥ 1, telle que ∂f = 0, et U ⊂⊂ X un voisinage relativement compact du
support de f . Appliquons la Proposition 1.2 a` f et U , il existe donc g ∈ (Lploc)
r,q−1(X,E)
a` support dans U telle que f −∂g ∈ Er,q(X,E). Mais puisque U est relativement compact
dans X, le support de g est compact et g ∈ (Lpc)r,q−1(X,E), de plus le support de f − ∂g
est e´galement contenu dans U , donc compact et f − ∂g ∈ Dr,q(X,E).
Le Corollaire 1.3 permet de re´pondre a` la question naturelle suivante : si la varie´te´
X satisfait Hr,qc (X,E) = 0, q ≥ 1, et si f ∈ (Lp)r,q(X,E) est une forme ∂-ferme´e a`
support compact dans X, existe-t-il une forme g ∈ (Lp)r,q(X,E) a` support compact dans
X telle que ∂f = g sur X ? En effet, si Hr,qc (X,E) = 0, la surjectivite´ de l’application Φc
implique que Hr,q
c,LP
(X,E) = 0 et la re´ponse est donc positive par de´finition des groupes
de cohomologie Hr,q
c,LP
(X,E).
Cette question, originellement pose´e par G. Tomassini, a e´te´ e´tudie´e par E. Amar et
S. Mongodi [2] lorsque X = Cn et par E. Amar [1] lorsque X est une varie´te´ de Stein.
Nous pouvons e´galement pre´ciser l’assertion (ii) de la Proposition 1.1 en termes de
re´gularite´ et de support.
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Proposition 1.4. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n,
E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et p ≥ 1. Si f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, ve´rifie
f = ∂S pour un courant S ∈ D′r,q−1(X,E), alors pour tout voisinage U du support de S
il existe g ∈ (W 1,ploc )
r,q−1(X,E) a` support dans U telle que f = ∂g sur X.
De´monstration. Soient f ∈ (Lploc)
r,q(X,E), q ≥ 1, ve´rifiant f = ∂S pour un courant
S ∈ D′r,q−1(X,E) et U un voisinage du support de S. Graˆce a` re´gularite´ inte´rieure
de la solution canonique de l’e´quation de Cauchy-Riemann (cf. The´ore`me 4 (b) dans
[3], car a` l’inte´rieur du domaine tous les champs de vecteurs sont admissibles), il existe
g0 ∈ (W
1,p
loc )
r,q−1(X,E) telle que f = ∂g0 sur X. Le courant S − g0 e´tant ∂-ferme´, la
surjectivite´ de l’application naturelle
Hr,q(X,E)→ Hr,qcour(X,E)
implique qu’il existe un courant T sur X et une forme u ∂-ferme´e, de classe C∞ sur X telle
que S− g0+∂T = u. On a alors ∂T = u+ g0 sur X \ supp S. Une fois encore la re´gularite´
inte´rieure implique qu’il existe g1 ∈ (W
1,p
loc )
r,q−1(X \ supp S,E) telle que u+ g0 = ∂g1 sur
X \ supp S. Choisissons une fonction χ de classe C∞ sur X telle que χ = 0 au voisinage
du support de S et χ = 1 sur un voisinage de X \U . Alors la forme g = g0+u−∂(χg1) est
dans (W 1,ploc )
r,q−1(X,E), elle ve´rifie ∂g = ∂(g0 + u) = ∂S = f et son support est contenu
dans U .
La Proposition 1.4 permet d’affirmer que dans une varie´te´ analytique complexe non
compacte quelconque, si on sait qu’une forme f ∈ (Lpc)r,q(X,E), q ≥ 1, est exacte au sens
des courants a` support compact, alors il existe g ∈ (W 1,pc )r,q−1(X,E) telle que f = ∂g sur
X. De plus on peut choisir g avec un support arbitrairement proche de celui de la solution
au sens des courants. Notons qu’une condition ne´cessaire sur f pour eˆtre exacte au sens des
courants a` support compact est d’eˆtre orthogonale aux formes ∂-ferme´es de classe C∞ sur
X, plus pre´cise´ment f doit satisfaire
∫
X f ∧ ϕ = 0 pour toute forme ϕ ∈ E
n−r,n−q(X,E∗)
ve´rifiant ∂ϕ = 0.
Corollaire 1.5. Soient X une varie´te´ analytique complexe, connexe, non compacte, de
dimension complexe n et E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X. Pour tout p ≥ 1 et
0 ≤ r, q ≤ n, l’application naturelle
Ψc : H
r,q
c,LP
(X,E)→ Hr,qc,cour(X,E)
est injective.
De´monstration. Si q = 0, Hr,0c,cour(X,E) = H
r,0
c,LP
(X,E) = 0, car X est connexe, et le
corollaire est vrai, il reste alors a` prouver que pour toute f ∈ (Lpc)r,q(X,E), q ≥ 1, telle que
f = ∂S pour un courant S ∈ D′r,q−1(X,E) a` support compact, il existe g ∈ (Lpc)r,q−1(X,E)
telle que f = ∂g sur X. C’est une conse´quence directe de la Proposition 1.4 en prenant U
un voisinage relativement compact du support de S.
Nous allons pre´ciser la re´ponse que l’on peut apporter a` la question de G. Tomassini
par un controˆle du support de la solution en fonction du support de la donne´e lorsque
certaines conditions ge´ome´triques sont re´alise´es.
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Il re´sulte du Corollaire 1.5 et de la Proposition 1.4 que si D est un voisinage du support
de la forme diffe´rentielle ∂-ferme´e f ∈ (Lpc)r,q(X,E), qui ve´rifie H
r,q
c,cour(D,E) = 0, il existe
g ∈ (W 1,pc )r,q−1(X,E) telle que f = ∂g sur X et supp g ⊂ D.
The´ore`me 1.6. Soient X une varie´te´ analytique complexe, non compacte, de dimension
complexe n et E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X. Si f ∈ (Lpc)r,q(X,E), 0 ≤ r ≤ n,
q ≥ 1, ve´rifie ∂f = 0, si 1 ≤ q ≤ n− 1, et
∫
X f ∧ ϕ = 0 pour toute ϕ ∈ E
n−r,0(X,E) telle
que ∂ϕ = 0, si q = n, et s’il existe un ouvert de Stein D tel que supp f ⊂ D ⊂⊂ X, alors
il existe g ∈ (W 1,pc )r,q−1(X,E) telle que supp g ⊂ D et ∂g = f .
De´monstration. Puisque D est un ouvert de Stein Hr,q(D,E∗) = 0 pour tout 0 ≤ r ≤ n
et 1 ≤ q ≤ n, il re´sulte de la dualite´ de Serre que Hr,qc,cour(D,E) = 0 pour tout 0 ≤ r ≤ n et
1 ≤ q ≤ n−1, et que si un (r, n)-courant T a` support compact dans D ve´rifie < T,ϕ >= 0
pour toute ϕ ∈ En−r,0(X,E) telle que ∂ϕ = 0, alors il existe un (r, n − 1)-courant S a`
support compact dans D tel que ∂S = T . Il suffit alors d’appliquer la Proposition 1.4 au
domaine D.
Plus ge´ne´ralement si D est seulement s-complet au sens d’Andreotti-Grauert (i.e. D
posse`de une fonction d’exhaustion de classe C∞, dont la forme de Levi posse`de au moins
n−s+1 valeurs propres strictement positives), alors Hr,q(D,E∗) = 0 pour tout 0 ≤ r ≤ n
et s ≤ q ≤ n et par conse´quent Hr,qc,cour(D,E) = 0 pour tout 0 ≤ r ≤ n et 1 ≤ q ≤ n − s.
On pourra donc re´soudre l’e´quation de Cauchy-Riemann dans Lp avec support dans D
pour une donne´e de bidegre´ (r, q) a` support dans D a` condition que 1 ≤ q ≤ n − s. Ou
encore si D = Ω\Ω∗, ou` Ω est s-complet et Ω∗ posse`de une base de voisinage s∗-complets,
mais alors seulement pour s∗ + 1 ≤ q ≤ n − s. En effet si s∗ + 1 ≤ q ≤ n − s et si Ω∗
posse`de une base de voisinage s∗-complets, nous allons pouvoir corriger toute solution g
a` support compact dans Ω et Lp dans X de l’e´quation ∂g = f , lorsque f ∈ Lpr,q(X,E) est
a` support compact dans D = Ω \Ω∗ pour obtenir une solution h a` support compact dans
D et Lp dans X. Puisque f est a` support compact dans D, la forme diffe´rentielle g est
∂-ferme´e au voisinage de Ω∗ et par conse´quent il existe un (r, q−1)-forme u de´finie et Lploc
au voisinage de Ω∗ telle que g = ∂u (Ω∗ posse`de une base de voisinage s∗-complets). Il
suffit alors de poser h = g − ∂(χu), ou` χ est une fonction de classe C∞ sur X a` support
compact dans le domaine de de´finition de u et e´gale a` 1 au voisinage de Ω∗.
En degre´ 1 nous avons le re´sultat plus pre´cis suivant :
Proposition 1.7. Soient X une varie´te´ analytique complexe, connexe, non compacte, de
dimension complexe n, D un domaine relativement compact de X et E un fibre´ vectoriel
holomorphe sur X. On suppose que, pour 0 ≤ r ≤ n, Hr,1c (X,E) = 0 (ce qui est satisfait
par exemple si X est (n− 1)-comple`te au sens d’Andreotti-Grauert et en particulier pour
les varie´te´s de Stein de dimension n ≥ 2) et que X \D est connexe, alors pour toute (r, 1)-
forme f a` coefficients dans Lp(X,E) a` support dans D, il existe une unique (r, 0)-forme
g a` coefficients dans W 1,p(X,E) et a` support dans D telle que ∂g = f .
De´monstration. Il re´sulte du Corollaire 1.3, qu’il existe une (r, 0)-forme g a` coefficients
dans Lp(X) et a` support compact dans X telle que ∂g = f . La forme g s’annule donc sur
un ouvert de X \D. De plus g est une (r, 0)-forme holomorphe sur l’ouvert X ⊂ supp f qui
contient X \D et par prolongement analytique, puisque X \D est connexe, elle s’annule
8 C. Laurent-Thie´baut
identiquement sur X \ D. Le support de g est donc contenu dans D. Soit h une autre
solution, alors g− h est une fonction holomorphe a` support compact dans X qui est donc
nulle par prolongement analytique puisque X est connexe. Par conse´quent g = h et de
plus g ∈W 1,p(X,E) par la Proposition 1.4.
Nous retrouvons ainsi le controˆle du support propose´ par E. Amar [1] en degre´ 1,
lorsque X est une varie´te´ de Stein.
Nous pouvons de´duire de la Proposition 1.7 une version Lp du phe´nome`ne de Hartogs-
Bochner-Severi (voir les chapitre IV et V de [14] et les re´fe´rences associe´es pour l’e´tude de
ce phe´nome`ne). Un version L2 est donne´e dans le dernier paragraphe de [6].
The´ore`me 1.8. Soient X une varie´te´ analytique complexe, connexe, non compacte, de
dimension complexe n, D un domaine relativement compact de X a` bord Lipschitz et E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X. On suppose que, pour 0 ≤ r ≤ n, Hr,1c (X,E) = 0 (ce
qui est satisfait par exemple si X est (n − 1)-comple`te au sens d’Andreotti-Grauert et en
particulier par les varie´te´s de Stein de dimension n ≥ 2) et que X \D est connexe. Soit
f ∈W
1− 1
p
r,0 (∂D,E) telle que∫
∂D
f ∧ ∂ϕ = 0 pour toute ϕ ∈ En−r,n−1(X,E∗).
Alors il existe une section F de E holomorphe sur D et W 1,p sur X telle que la trace de
F sur ∂D co¨ıncide avec f .
De´monstration. Notons f˜ une extension de f contenue dans W 1,p(X,E) (une telle exten-
sion existe lorsque le bord de D est Lipschitz d’apre`s le The´ore`me 1.5.1.3 de [9]) et (∂f˜)0
le prolongement de ∂f˜|D par 0 a` X . Nous allons montrer que la (0, 1)-forme (∂f˜)0 est
∂-ferme´e au sens des courants. Conside´rons une suite (f˜ν)ν∈N de (0, 1)-formes de classe
C∞ sur X qui converge vers f˜ sur X dans W 1,p, alors, pour toute ϕ ∈ En−r,n−1(X,E∗),∫
D
∂f˜ ∧ ∂ϕ = lim
ν→+∞
∫
D
∂f˜ν ∧ ∂ϕ = lim
ν→+∞
∫
∂D
f˜ν ∧ ∂ϕ =
∫
∂D
f ∧ ∂ϕ = 0.
D’apre`s la Proposition 1.7, il existe une section g ∈W 1,p(X,E) a` support dans D telle que
∂g = (∂f˜)0. Puisque g ∈W
1,p(X,E) la trace de g sur ∂D existe et est nulle et F = f˜ − g
convient.
2 Complexes de Cauchy-Riemann Lp et dualite´
Dans cette section X de´signe une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe
n, D un domaine relativement compact a` bord rectifiable contenu dans X et E un
fibre´ holomorphe de rang l sur X. On munit X d’une me´trique hermitienne localement
e´quivalente a` la me´trique usuelle de Cn telle que le complexifie´ de l’espace tangent a` X
ve´rifie CT (X) = T 1,0(X) ⊕ T 0,1(X) et que T 1,0(X) ⊥ T 0,1(X). On note dV la forme
volume associe´e a` cette me´trique.
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Pour tout entier p ≥ 1, on de´finit l’espace Lp(D) comme l’espace des fonctions f sur
D a` valeurs complexes telles que |f |p est inte´grable sur D. Puisque D ⊂⊂ X, on a
D(D) ⊂ E(X)|D ⊂ L
p(D),
ou` E(X)|D est l’espace des restrictions a` D des fonctions de classe C
∞ sur X et D(D) le
sous-espace des fonctions de classe C∞ a` support compact dans D. L’espace Lp(D) est un
espace de Banach, c’est le comple´te´ de D(D) pour la norme ‖.‖p de´finie par
‖f‖p = (
∫
D
|f |pdV )
1
p .
2.1 Complexes de Cauchy-Riemann Lp
Pour 0 ≤ r, q ≤ n, Er,q(X,E) de´signe l’espace des (r, q)-formes diffe´rentielles de classe C∞
sur X a` valeurs dans E et Dr,q(D,E) le sous-espace de Er,q(X,E) des formes a` support
compact dans D. Soit (Ui)i∈I un recouvrement fini de D par des ouverts de cartes de X
qui sont e´galement des ouverts de trivialisation de E et (χi)i∈I une partition de l’unite´ sur
D relative au recouvrement (Ui)i∈I . On de´finit L
p
r,q(D,E) comme l’espace des (r, q)-formes
diffe´rentielles f sur D a` valeurs dans E telles que pour tout i ∈ I, dans des coordonne´es
locales, la forme χif soit une forme a` coefficients dans L
p(D ∩Ui,C
l). Pour chaque choix
de trivialisation et de coordonne´es sur Ui on peut de´finir ‖χif‖p comme la somme des
normes ‖.‖p de ses coefficients et on pose alors ‖f‖p =
∑
i∈I ‖χif‖p. Un changement
de coordonne´es ou de trivialisation de´finit une norme e´quivalente. L’espace Lpr,q(D,E)
posse`de donc une structure d’espace de Banach et c’est le comple´te´ de Dr,q(D,E) pour la
norme ‖.‖p.
Pour r fixe´, 0 ≤ r ≤ n, nous allons associer aux espaces Lpr,q(D,E), 0 ≤ q ≤ n, des
complexes d’ope´rateurs non borne´s dont la restriction aux espaces Dr,q(D,E), 0 ≤ q ≤ n,
est le complexe de Cauchy-Riemann classique (Dr,•(D,E), ∂). Pour cela nous devons
de´finir des ope´rateurs de Lpr,q(D,E) dans L
p
r,q+1(D,E) dont la restriction a` D
r,q(D,E)
co¨ıncide avec l’ope´rateur de Cauchy-Riemann ∂ associe´ a` la structure complexe de X.
De´finissons ∂c : L
p
r,q(D,E) → L
p
r,q+1(D,E) comme l’extension ferme´e minimale de
∂|D = ∂|Dr,q(D,E), c’est par de´finition un ope´rateur ferme´ et f ∈ Dom(∂c) si et seulement si
il existe une suite (fν)ν∈N d’e´le´ments de D
r,q(D,E) et g ∈ Dr,q+1(D,E) tels que (fν)ν∈N
converge vers f dans Lpr,q(D,E) et (∂fν)ν∈N converge vers g dans L
p
r,q+1(D,E), on a alors
g = ∂cf .
On peut aussi conside´rer ∂s : L
p
r,q(D,E)→ L
p
r,q+1(D,E), l’extension ferme´e minimale
de ∂|E = ∂|Er,q(X,E)|D
, c’est e´galement un ope´rateur ferme´ et f ∈ Dom(∂s) si et seulement
si il existe une suite (fν)ν∈N d’e´le´ments de E
r,q(X,E) et g ∈ Er,q+1(X,E) tels que (fν)ν∈N
converge vers f dans Lpr,q(D,E) et (∂fν)ν∈N converge vers g dans L
p
r,q+1(D,E), on a alors
g = ∂sf .
L’ope´rateur ∂ s’e´tend a` Lpr,q(D,E) au sens des courants, on peut alors conside´rer les
ope´rateurs ∂ c˜ : L
p
r,q(D,E) → L
p
r,q+1(D,E) et ∂ : L
p
r,q(D,E) → L
p
r,q+1(D,E) qui
co¨ıncident avec l’ope´rateur ∂ au sens des courants et dont les domaines de de´finitions sont
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respectivement
Dom(∂ c˜) = {f ∈ L
p
r,q(X,E) | supp f ⊂ D, ∂f ∈ L
p
r,q(X,E)}
et
Dom(∂) = {f ∈ Lpr,q(D,E) | ∂f ∈ L
p
r,q(D,E)}.
De´finition 2.1. Un complexe cohomologique d’espaces de Banach est un couple (E•, d),
ou` E• = (Eq)q∈Z est une suite d’espaces de Banach et d = (d
q)q∈Z une suite d’ope´rateurs
line´aires dq ferme´s de Eq dans Eq+1 qui ve´rifient dq+1 ◦ dq = 0.
Un complexe homologique d’espaces de Banach est un couple (E•, d), ou` E• = (Eq)q∈Z
est une suite d’espaces de Banach et d = (dq)q∈Z une suite d’ope´rateurs line´aires dq ferme´s
de Eq dans Eq+1 qui ve´rifient dq ◦ dq+1 = 0.
A tout complexe cohomologique on associe les groupes de cohomologie (Hq(E•))q∈Z
de´finis par
Hq(E•) = ker dq/ Im dq−1
et on les munit de la topologie quotient. De meˆme a` tout complexe homologique on associe
les groupes d’homologie (Hq(E•))q∈Z de´finis par
Hq(E•) = ker dq−1/ Im dq
et on les munit e´galement de la topologie quotient.
En remarquant que les ope´rateurs ∂ et ∂s satisfont ∂ ◦ ∂ = 0 et ∂s ◦ ∂s = 0, on peut
conside´rer, pour tout 0 ≤ r ≤ n, les complexes (Lpr,•(D,E), ∂) et (L
p
r,•(D,E), ∂s). On note
Hr,qLp (D,E) et H
r,q
Lp,s(D,E) leurs groupes de cohomologie respectifs
Observons que lorsque le bord de D est assez re´gulier, Lipschitz par exemple, il re´sulte
du lemme de Friedrich (cf. lemme 4.3.2 dans [6] et lemme 2.4 dans [15]) que les ope´rateurs
∂ et ∂s co¨ıncident ainsi que les ope´rateurs ∂c et ∂ c˜.
Proposition 2.2. Supposons que D ⊂⊂ X est un domaine a` bord Lipschitz alors
(i) Une forme diffe´rentielle f ∈ Lpr,q(D,E) appartient au domaine de de´finition de
l’ope´rateur ∂ si et seulement si il existe une suite (fν)ν∈N d’e´le´ments de E
r,q(D,E) telle
que les suites (fν)ν∈N et (∂fν)ν∈N convergent respectivement vers f et ∂f en norme ‖.‖p.
(ii) Une forme diffe´rentielle f ∈ Lpr,q(D,E) appartient au domaine de de´finition de
l’ope´rateur ∂c si et seulement si les formes f0 et ∂f0 sont toutes deux dans L
p
∗(X,E), si
f0 de´signe la forme obtenue en prolongeant f par 0 sur X \D.
On de´duit alors imme´diatement du (i) de la Proposition 2.2 que, lorsque le bord de D
est Lipschitz, les groupes de cohomologie Hr,qLp (D,E) et H
r,q
Lp,s(D,E), 0 ≤ r, q ≤ n, sont
e´gaux.
2.2 The´orie d’Andreotti-Grauert Lp
L’objet de cette section est d’e´tendre aux groupes de cohomologie Lp la the´orie clas-
sique d’Andreotti-Grauert. Pour cela nous allons associer des re´sultats classiques sur la
re´solution de l’e´quation de Cauchy-Riemann avec estimations Lp et la me´thode des bosses
de Grauert.
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De´finition 2.3. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, D
un domaine relativement compact dans X et s un entier, 0 ≤ s ≤ n − 1. On dira que D
est un domaine comple`tement strictement s-convexe, s’il existe une fonction ρ de classe C2
a` valeurs re´elles de´finie sur un voisinage U de D, dont la forme de Levi posse`de au moins
n− s+ 1 valeurs propres strictement positives, telle que dρ(x) 6= 0 pour tout x ∈ ∂D et
D = {x ∈ U | ρ(x) < 0}.
On dira que D est strictement s-convexe si la fonction ρ est seulement de´finie au voisinage
du bord de D.
Remarquons que graˆce au lemme de Morse, la fonction ρ dans la De´finition 2.3 peut,
sans perte de ge´ne´ralite´, eˆtre suppose´e sans point critique de´ge´ne´re´.
Il re´sulte des travaux de L. Ma [16] et R. Beals, P. Greiner et N. Stanton [3] que
l’on peut re´soudre l’e´quation de Cauchy-Riemann avec estimations Sobolev Lp dans les
domaines comple`tement strictement s-convexes de Cn.
The´ore`me 2.4. Soient D ⊂⊂ Cn un domaine comple`tement strictement s-convexe de Cn
a` bord C∞ et f une (r, q)-forme diffe´rentielle a` coefficients dans W s,p(D). Pour 0 ≤ r ≤ n
et q ≥ s, il existe un ope´rateur line´aire continu Tq de W
s,p
r,q (D) dans W
s+1/2,p
r,q−1 (D) tel que
f = ∂Tqf + Tq+1∂f.
Observons que, puisque l’injection de W 1/2,p(D) dans Lp(D) est compacte, en global-
isant a` l’aide d’une partition de l’unite´ le The´ore`me 2.4 comme dans le chapitre 11 de [11]
on obtient
The´ore`me 2.5. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ X un domaine strictement s-convexe a` bord
C∞ de X, r et q des entiers tels que 0 ≤ r ≤ n et q ≥ s. Alors
(i) il existe des ope´rateurs line´aires continus T rq de L
p
r,q(D) dans L
p
r,q−1(D) et un
ope´rateur Krq compact de L
p
r,q(D) ∩Dom(∂) dans lui-meˆme tels que si f ∈ L
p
r,q(D)ve´rifie
∂f ∈ Lpr,q+1(D)
f = ∂T rq f + T
r
q+1∂f +K
r
qf.
(ii) si q ≥ max(1, s), Hr,qLp (D,E) est de dimension finie et ∂(L
p
r,q−1(D)) est un sous
espace ferme´ de Lpr,q(D).
Nous pouvons maintenant mettre en œuvre la me´thode des bosses de Grauert. Rap-
pelons quelques de´finitions et quelques re´sultats ge´ome´triques donne´s dans le chapitre 12
de [11].
De´finition 2.6. On appelle e´le´ment d’extension strictement s-convexe un couple ordonne´
[θ1, θ2] d’ouverts deX a` bord C
∞ tel que θ1 ⊂ θ2 satisfaisant la condition suivante : il existe
un ouvert pseudoconvexe V contenu dans un domaine de trivialisation de E contenant
θ2 \ θ1 et des domaines strictement s-convexes D1 et D2 tels que D1 ⊂ D2, θ2 = θ1 ∪D2,
θ1 ∩D2 = D1 et (θ1 \D2)∩ (θ2 \ θ1) = ∅ et une application biholomorphe h de´finie sur un
voisinage de V a` valeurs dans Cn telle que h(Dj), j = 1, 2, soit un domaine comple`tement
strictement q-convexe a` bord C∞ de Cn.
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De´finition 2.7. Soient D ⊂⊂ Ω ⊂⊂ X des ouverts de X a` bord C∞. On dira que Ω
est une extension strictement s-convexe de D, s’il existe un voisinage U de Ω \D et une
fonction ρ de classe C2 a` valeurs re´elles sur U avec un ensemble de points critiques discret
et dont la forme de Levi posse`de au moins n− s+1 valeurs propres strictement positives,
telle que
D ∩ U = {x ∈ U | ρ(x) < 0} et dρ(x) 6= 0 si x ∈ ∂D,
Ω ∩ U = {x ∈ U | ρ(x) < 1} et dρ(x) 6= 0 si x ∈ ∂Ω.
Proposition 2.8. Soient D ⊂⊂ Ω ⊂⊂ X des ouverts de X a` bord C∞ tels que Ω soit une
extension strictement s-convexe de D. Il existe une suite finie θ0, . . . , θN d’ouverts de X
tels que
D = θ0 ⊂ · · · ⊂ θN = Ω
et que [θj−1, θj ], j = 1, . . . , N , soit un e´le´ment d’extension strictement s-convexe.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver l’invariance de la cohomologie Lp par
les extensions strictement s-convexes.
The´ore`me 2.9. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ Ω ⊂⊂ X des ouverts de X a` bord C∞ tels
que Ω soit une extension strictement s-convexe de D. Alors l’application restriction
Hr,qLp (Ω, E)→ H
r,q
Lp (D,E), 0 ≤ r ≤ n, max(1, s) ≤ q ≤ n,
est un isomorphisme.
De´monstration. La Proposition 2.8 nous permet de re´duire la de´monstration au cas ou` le
couple (D,Ω) est un e´le´ment d’extension strictement s-convexe [θ1, θ2], ou` θ1 et θ2 sont
tous deux strictement s-convexes.
Puisque par de´finition des e´le´ments d’extension (θ1 \D2) ∩ (θ2 \ θ1) = ∅, on peut
trouver des voisinages V ′ et V ′′ de θ2 \ θ1 tels que V
′ ⊂⊂ V ′′ ⊂⊂ V et V ′′ ∩ (θ1 \D2) = ∅.
Choisissons une fonction χ de classe C∞ dans X telle que χ = 1 sur V ′ et supp χ ⊂ V ′′.
Prouvons tout d’abord que l’application restriction
Hr,qLp (θ2, E)→ H
r,q
Lp (θ1, E)
est surjective, si s ≤ q ≤ n. Soit f1 ∈ L
p
r,q(θ1) telle que ∂f1 = 0, on cherche des formes
diffe´rentielles u1 ∈ L
p
r,q−1(θ1) et f2 ∈ L
p
r,q(θ2) telles que ∂f2 = 0 et f2 = f1 − ∂u1 sur
θ1. Comme D1 est l’image par une application biholomorphe, de´finie au voisinage D1,
d’un domaine comple`tement strictement s-convexe borne´ a` bord C∞ de Cn, il existe u ∈
Lpr,q−1(D1) telle que f1 = ∂u sur D1, lorsque q ≥ max(1, s) (cf. The´ore`me 2.4). Posons
u1 =
{
0 sur θ1 \D2
χu sur D1
et f2 =
{
f1 − ∂u1 sur θ1
0 sur θ2 \ θ1
.
Les formes diffe´rentielles u1 et f2 satisfont les conditions demande´es.
Conside´rons maintenant l’injectivite´. Soit f2 ∈ L
p
r,q(θ2) telle que ∂f2 = 0 et u1 ∈
Lpr,q−1(θ1) telle que f2 = ∂u1 sur θ1, on cherche une forme diffe´rentielle u2 ∈ L
p
r,q−1(θ2)
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telle que f2 = ∂u2 sur θ2. Comme D2 est l’image par une application biholomorphe,
de´finie au voisinage D2, d’un domaine comple`tement strictement s-convexe borne´ a` bord
C∞ de Cn, il existe u ∈ Lpr,q−1(D2) telle que f2 = ∂u sur D2, lorsque q ≥ max(1, s), (cf.
The´ore`me 2.4) et par conse´quent ∂(u− u1) = 0 sur D1.
Si q ≥ max(1, s)+1, par le The´ore`me 2.4, il existe v ∈ Lpr,q−2(D1) telle que ∂v = u−u1
sur D1. Alors u1 − ∂(χv) = u sur V
′ ∩ θ1. Posons
u2 =
{
u1 − ∂(χv) sur θ1
u sur V ′ ∩ θ2
,
alors u2 ∈ L
p
r,q−1(θ2) et f2 = ∂u2 sur θ2.
Supposons que q = max(1, s), il re´sulte du The´ore`me 2.5 que ∂(Lpr,q−1(θ2)) est un
sous espace ferme´ de Lpr,q(θ2). Il suffit donc de construire une suite (wν)ν∈N de (r, q − 1)-
formes contenue dans Dom(∂) telle que la suite (∂wν)ν∈N converge vers f2 en norme
‖.‖p sur θ2. La forme diffe´rentielle u − u1 est a` coefficients dans L
p(D1) et ∂-ferme´e
sur D1, donc u − u1 ∈ Dom(∂). Puisque D1 est a` bord C
∞ il existe une suite (vν)ν∈N
de formes a` coefficients C∞ dans V telle limν→+∞ vν = u − u1 et limν→+∞ ∂vν = 0 en
norme ‖.‖p sur D1. Comme D1 est l’image par une application biholomorphe, de´finie
au voisinage D1, d’un domaine comple`tement strictement s-convexe borne´ a` bord C
∞ de
C
n, la solution canonique gν de l’e´quation ∂g = ∂vν sur D1 est de classe C
∞ sur D1 et
ve´rifie ‖gν‖p ≤ C‖∂vν‖p sur D1, la constante C e´tant inde´pendante de ν. En posant
v˜ν = vν − gν , on obtient une suite (v˜ν)ν∈N de formes ∂-ferme´es sur D1 a` coefficients C
∞
sur D1 qui converge vers u−u1 en norme ‖.‖p sur D1. Il re´sulte du Corollaire 12.5 de [11],
que, pour tout ν ∈ N, il existe une (r, q − 1)-forme continue w˜ν ∂-ferme´e sur V telle que
‖w˜ν − v˜ν‖∞, θ1∩V <
1
2n
et par conse´quent si V˜ est un ouvert qui ve´rifie D2 ⊂ V˜ et V
′ ⊂⊂ V ′′ ⊂⊂ V˜ ⊂⊂ V
‖w˜ν − v˜ν‖p < C˜
1
2n
sur θ1 ∩ V˜ .
On obtient ainsi une suite (w˜ν)ν∈N de formes ∂-ferme´e a` coefficients L
p dans V ′′ qui
converge vers u − u1 en norme ‖.‖p sur D1. On de´finit alors la suite (wν)ν∈N en posant
wν = (1−χ)u1+χ(u− w˜ν). alors ∂wν = f2+∂χ(u−u1− w˜ν) et la suite (wν)ν∈N satisfait
bien les conditions demande´es.
On en de´duit le corollaire suivant en utilisant la meˆme strate´gie que dans la preuve du
The´ore`me 12.15 de [11] :
Corollaire 2.10. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ X un domaine strictement s-convexe. Alors
pour tout couple (r, q) tel que 0 ≤ r ≤ n, et max(1, s) ≤ q ≤ n,
Hr,qLp (D,E) ∼ H
r,q
Lp
loc
(D,E).
Pour conclure nous prouvons un the´ore`me d’annulation pour la cohomologie Lp :
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Corollaire 2.11. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, E
un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D ⊂⊂ X un domaine comple`tement strictement
s-convexe. Alors pour tout couple (r, q) tel que 0 ≤ r ≤ n, et max(1, s) ≤ q ≤ n,
Hr,qLp (D,E) = 0.
Plus pre´cise´ment il existe un ope´rateur line´aire continu T de l’espace de Banach Zr,qLp (D,E)
des (r, q)-formes ∂-ferme´es a` valeurs dans E et a` coefficients dans Lp(D) dans l’espace de
Banach W
1/2,p
r,q−1(D,E) tel que
∂Tf = f sur D pour toute f ∈ Zr,qLp (D,E).
De´monstration. Le Lemme 8.5 de [14] restant valable pour les fonctions C2 dont la forme
de Levi posse`de au moins n−s+1 valeurs propres strictement positives, on peut supposer
que l’ensemble des points critiques de la fonction de´finissante ρ de D est discret. Notons
a = minx∈D ρ(x). Si x ∈ D ve´rifie ρ(x) = a, c’est un point critique de ρ. L’ensemble
des points critiques de ρ e´tant discret, il n’existe qu’un nombre fini de tels point dans D.
Par conse´quent, pour ε > 0 assez petit, l’ensemble Da+ε = {x ∈ U | ρ(x) < a + ε} est
contenu dans un ouvert de trivialisation de E biholomorphe a` une re´union finie de domaines
comple`tement strictement s-convexes a` bord C∞ de Cn. La nullite´ de Hr,qLp (D,E) re´sulte
alors des The´ore`mes 2.4 et 2.9.
L’existence de l’ope´rateur T est une conse´quence du The´ore`me 2.5 et de la Proposition
5 de l’annexe C de [14] (voir aussi l’appendice 2 de [10]).
2.3 Dualite´
Nous allons conside´rer dans cette section les complexes duaux associe´s aux complexes
de´finis dans la section 2.1.
De´finition 2.12. Le complexe dual d’un complexe cohomologique (E•, d) d’espaces de
Banach est le complexe homologique (E′•, d
′), avec E′• = (E
′
q)q∈Z, ou` E
′
q est le dual fort
de Eq et d′ = (d′q)q∈Z, ou` d
′
q est l’ope´rateur transpose´ de l’ope´rateur d
q. Si les espaces Eq
sont re´flexifs on parlera de paire de complexes duaux.
Pour tout entier p tel que 1 < p < +∞, on note p′ le nombre entier de´fini par la
relation 1p +
1
p′ = 1. Rappelons que si f ∈ L
p(D) et g ∈ Lp
′
(D) alors
∫
D
|fg| dV ≤ ‖f‖p‖g‖p′
et que les espaces Lp(D) et Lp
′
(D) sont des espaces de Banach re´flexifs duaux l’un de
l’autre. Si E∗ de´signe le fibre´ dual du fibre´ E, il en re´sulte la meˆme relation de dualite´
entre les espaces Lpr,q(D,E) et L
p′
n−r,n−q(D,E
∗).
Dans toute la suite nous supposerons que l’entier p ve´rifie 1 < p < +∞ et nous noterons
p′ l’entier conjugue´ a` p, c’est-a`-dire tel que 1p +
1
p′ = 1.
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Proposition 2.13. (i) L’ope´rateur transpose´ de l’ope´rateur ∂c de L
p
r,q(D,E) dans L
p
r,q+1(D,E)
est l’ope´rateur ∂ de Lp
′
n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp
′
n−r,n−q(D,E
∗).
(ii) L’ope´rateur ∂ de Lpr,q(D,E) dans L
p
r,q+1(D,E) est ferme´ et son transpose´ est
l’ope´rateur ∂c de L
p′
n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp
′
n−r,n−q(D,E
∗).
(iii) L’ope´rateur transpose´ de l’ope´rateur ∂s de L
p
r,q(D,E) dans L
p
r,q+1(D,E) est l’ope´rateur
∂ c˜ de L
p′
n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp
′
n−r,n−q(D,E
∗).
(iv) L’ope´rateur ∂ c˜ de L
p
r,q(D,E) dans L
p
r,q+1(D,E) est ferme´ et son transpose´ est
l’ope´rateur ∂s de L
p′
n−r,n−q−1(D,E
∗) dans Lp
′
n−r,n−q(D,E
∗).
De´monstration. (i) Puisque le domaine de de´finition de l’ope´rateur ∂c est dense dans
Lpr,q(D,E), il re´sulte du The´ore`me II.2.11 de [8] que t(∂c) =
t(∂|D). Il suffit donc de prou-
ver que t(∂|D) = ∂. Soit g ∈ L
p′
n−r,n−q−1(D,E
∗), conside´rons l’application de Dr,q(D,E) a`
valeurs dans C de´finie par ϕ 7→< g, ∂ |Dϕ >, ou` < ., . > de´signe le crochet de dualite´ au
sens des distributions. Elle est continue en ‖.‖p si et seulement si g ∈ Dom(∂). En effet si
g ∈ Dom(∂) alors ∂g ∈ Lp
′
n−r,n−q(D,E
∗) et on a
| < g, ∂|Dϕ > | = | < ∂g, ϕ > | = |
∫
D
∂g ∧ ϕ| ≤ C‖∂g‖p′‖ϕ‖p
et si ϕ 7→< g, ∂|Dϕ > est continue en ‖.‖p, elle de´finit une forme diffe´rentielle h ∈
Lp
′
n−r,n−q(D,E
∗) qui ve´rifie h = ∂g dans D au sens des distributions, donc g ∈ Dom(∂).
(ii) Nous venons de prouver que t(∂c) = ∂, l’ope´rateur ∂ est donc ferme´. De plus par
re´flexivite´ t(∂) = ∂c.
(iii) Puisque le domaine de de´finition de l’ope´rateur ∂s est dense dans L
p
r,q(D,E), il
suffit, comme dans la preuve de (i), de montrer que t(∂|E ) = ∂ c˜. Soit g ∈ L
p′
n−r,n−q−1(X,E
∗)
a` support dans D, conside´rons l’application de Er,q(X,E) a` valeurs dans C de´finie par
ϕ 7→< g, ∂|Eϕ >=
∫
D g ∧ ∂|Eϕ. Elle est continue en ‖.‖p si et seulement si g ∈ Dom(∂ c˜).
En effet si g ∈ Dom(∂ c˜), alors g ∈ L
p′
n−r,n−q−1(X,E
∗), ∂g ∈ Lp
′
n−r,n−q(X,E
∗) et leur
support est contenu dans D, alors
|
∫
D
g ∧ ∂|Eϕ| = | < g, ∂ |Eϕ > | = | < ∂g, ϕ > | = |
∫
D
∂g ∧ ϕ| ≤ C‖∂g‖p′‖ϕ|D‖p
et si ϕ 7→< g, ∂|Eϕ >=
∫
D g∧∂|Eϕ est continue en ‖.‖p, elle de´finit une forme diffe´rentielle
h ∈ Lp
′
n−r,n−q(X,E
∗) ∩ E ′n−r,n−q(X,E
∗) dont le support est contenu dans D et qui ve´rifie
h = ∂g dans X au sens des distributions, donc g ∈ Dom(∂ c˜).
(iv) Nous venons de prouver que t(∂s) = ∂ c˜, l’ope´rateur ∂ c˜ est donc ferme´. De plus
par re´flexivite´ t(∂ c˜) = ∂s.
Graˆce a` la Proposition 2.13, on peut de´finir, pour tout 0 ≤ r ≤ n, deux paires de
complexes duaux : (
(Lpr,•(D,E), ∂); (L
p′
n−r,•(D,E
∗), ∂c)
)
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et (
(Lpr,•(D,E), ∂s); (L
p′
n−r,•(D,E
∗), ∂ c˜)
)
.
SiEq = Lpr,q(D,E) alors E′q = L
p′
n−r,n−q(D,E
∗) et on noteHn−r,n−q
c,Lp′
(D,E∗) etHn−r,n−q
c˜,Lp′
(D,E∗)
les groupes de cohomologie associe´s aux complexes duaux. Observons que si le bord de D
est Lipschitz, il re´sulte de la Proposition 2.2 que
Hn−r,n−q
c,Lp′
(D,E∗) = Hn−r,n−q
c˜,Lp′
(D,E∗).
Rappelons maintenant quelques re´sultats de dualite´ concernant les ope´rateurs non
borne´s (cf. [8]).
Soient E et F deux espaces de Banach et T un ope´rateur ferme´ de E dans F . Si E′ et
F ′ de´signent respectivement les espaces duaux forts de E et F , on note tT l’ope´rateur de
F ′ dans E′ transpose´ de l’ope´rateur T . C’est un ope´rateur ferme´. De plus
ImT = (ker tT )◦,
ou` (ker tT )◦ de´signe le polaire de ker tT , c’est a` dire l’ensemble des e´le´ments x ∈ F tels
que σ(x) = 0 pour tout σ ∈ ker tT .
The´ore`me 2.14. Supposons que T est un ope´rateur ferme´ a` domaine dense de l’espace
de Banach E dans l’espace de Banach F , alors les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) ImT est ferme´e.
(ii) Im tT est ferme´e.
(iii) ImT = (ker tT )◦.
(iv) Im tT = (ker T )◦.
Dans le cas de complexes duaux cela se traduit par
The´ore`me 2.15. Soit
(
(E•, d); (E′•, d
′)
)
une paire de complexes d’espaces de Banach
re´flexifs duaux. Si les ope´rateurs de´finissant les complexes sont ferme´s a` domaine dense,
alors, pour tout q ∈ Z, Hq+1(E•) est se´pare´ si et seulement si Hq(E
′
•) est se´pare´.
On obtient e´galement comme dans [15]
Proposition 2.16. Soient (E•, d) et (E′•, d
′) deux complexes d’espaces de Banach duaux.
Supposons que Hq+1(E
′
•) = 0, alors soit H
q+1(E•) = 0, soit Hq+1(E•) n’est pas se´pare´.
De´monstration. Remarquons que
Im dq = {g ∈ Eq+1 | < g, f >= 0,∀f ∈ ker d′q} ⊂ ker d
q+1.
Cette inclusion devient une e´galite´ lorsque Hq+1(E
′
•) = 0. On en de´duit que, sous cette
condition, si l’image de dq est ferme´e alors Hq+1(E•) = 0.
Nous pouvons maintenant e´tendre au cas de la cohomologie Lp, p > 1, le The´ore`me
3.2 de [15]
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The´ore`me 2.17. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, D
un domaine relativement compact de X et E un fibre´ holomorphe sur X. On suppose que,
pour 0 ≤ r ≤ n, Hn−r,1c (X,E) = 0 et que X \D est connexe, alors
(i) Si D est a` bord rectifiable, soit Hr,n−1Lp,s (D,E) = 0, soit H
r,n−1
Lp,s (D,E) n’est pas
se´pare´.
(ii) Si D est a` bord Lipschitz, soit Hr,n−1Lp (D,E) = 0, soit H
r,n−1
Lp (D,E) n’est pas
se´pare´.
De´monstration. Le point (i) est une conse´quence imme´diate des Propositions 1.7 et 2.16.
Le point (ii) re´sulte du fait que si le bord de D est Lipschitz, alors les groupes de
cohomologie Hr,n−1Lp,s (D,E) et H
r,n−1
Lp (D,E) co¨ıncident.
En associant le The´ore`me 2.15 et la Proposition 2.16 on obtient
Corollaire 2.18. Soient (E•, d) et (E′•, d
′) deux complexes d’espaces de Banach re´flexifs
duaux dont les ope´rateurs ont un domaine dense. Supposons que Hq(E
′
•) est se´pare´ et que
Hq+1(E
′
•) = 0, alors H
q+1(E•) = 0.
Nous allons utiliser le Corollaire 2.18 pour e´tudier le proble`me de Cauchy faible de
re´solution a` support exact suivant : Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension
complexe n ≥ 2, E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D un domaine relativement
compact dans X. Etant donne´e une (r, q)-forme f a` coefficients dans Lp(X,E), avec
0 ≤ r ≤ n et 1 ≤ q ≤ n, telle que
supp f ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,
existe-t-il une (r, q − 1)-forme g a` coefficients dans Lp(X) telle que
supp g ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X ?
Observons que lorsque q = n, la condition ∂f = 0 dans l’e´nonce´ du proble`me de
Cauchy est vide et qu’une condition ne´cessaire pour avoir une solution est que f satisfasse∫
D
f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′
n−r,0(D,E
∗) ∩Dom(∂s) ∩ ker ∂,
puisque Im∂ c˜ ⊂ (ker
t∂s)
◦ et qu’elle est suffisante si Im ∂ c˜ est ferme´ puisque Im ∂ c˜ =
(ker t∂s)
◦. On de´duit donc du The´ore`me 2.15
The´ore`me 2.19. Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2,
E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D un domaine relativement compact dans X.
On suppose que D est a` bord Lipschitz et que Hn−r,1
Lp′
(D,E∗) est se´pare´ alors le proble`me
de Cauchy faible de re´solution a` support exact a` une solution en degre´ n si et seulement
si la forme f ve´rifie∫
D
f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′
n−r,0(D,E
∗) ∩ ker ∂.
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Une re´ponse affirmative au proble`me de Cauchy ci-dessus en degre´ q pour 1 ≤ q ≤ n−1
e´quivaut a` l’annulation du groupe de cohomologie Hr,qc˜,Lp(D,E). Si de plus le bord de D
est Lipschitz, c’est e´quivalent a` Hr,qc,Lp(D,E) = 0. Observons que dans ce cas, il re´sulte du
the´ore`me de l’application ouverte qu’il existe une constante C > 0, inde´pendante de f ,
telle que la solution g ve´rifie ‖g‖p ≤ C ‖f‖p.
En appliquant le Corollaire 2.18 au complexe (E•, d) avec, pour r fixe´ tel que 0 ≤ r ≤ n,
Eq = Lp
′
r,q(D,E) si 0 ≤ q ≤ n et Eq = {0} si q < 0 ou q > n, et d = ∂ c˜, on obtient :
The´ore`me 2.20. Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2,
E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X, D un domaine relativement compact dans X et
q un entier compris entre 1 et n − 1. On suppose que D est a` bord Lipschitz et que
Hn−r,n−q+1
Lp′
(D,E∗) est se´pare´ et Hn−r,n−q
Lp′
(D,E∗) = 0, alors
Hr,qc,Lp(D,E) = H
r,q
c˜,Lp(D,E) = 0.
Il reste maintenant a` donner des conditions ge´ome´triques sur D permettant d’assurer
que Hn−r,n−q+1
Lp′
(D,E∗) est se´pare´ et que Hn−r,n−q
Lp′
(D,E∗) = 0 et donc que le proble`me
de Cauchy faible de re´solution a` support exact a` une solution en degre´ q.
Lorsque X = Cn, N. Ovrelid [19] a prouve´ que, pour 1 ≤ q ≤ n, Hr,q
Lp′
(D) = 0 lorsque
D est un domaine strictement pseudoconvexe borne´ a` bord de classe C∞, ce re´sultat a
e´te´ e´tendu au cas ou` D est un polydisque par P. Charpentier [5] et aux intersections
transverses finies de domaines strictement pseudoconvexes borne´s par C. Menini [18].
Corollaire 2.21. Si D est un polydisque ou une intersection transverse finie de domaines
strictement pseudoconvexes borne´s de Cn et r un entier tel que 0 ≤ r ≤ n, alors pour tout
q tel que 1 ≤ q ≤ n− 1 et toute (r, q)-forme f a` coefficients dans Lp(X), telle que
suppf ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,
il existe une (r, q − 1)-forme g a` coefficients dans Lp(Cn) telle que
suppg ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X.
De plus il existe une constante C > 0, inde´pendante de f , telle que la solution g ve´rifie
‖g‖p ≤ C ‖f‖p.
Plus ge´ne´ralement L. Ma et S. Vassiliadou [17] ont prouve´ queH0,q
Lp′
(D) = 0 pour q ≥ s,
lorsque D est une bonne intersection transverse finie de domaines strictement s-convexes
de Cn, 1 ≤ s ≤ n − 1, ou` s = 1 correspond a` strictement pseudoconvexe. Pour un tel
domaine D, le proble`me de Cauchy faible de re´solution a` support exact aura donc une
solution en degre´ q si 1 ≤ q ≤ n− s.
Observons que dans le cas ou` X est une varie´te´ analytique complexe et q = 1, les con-
ditions cohomologiques sur D peuvent eˆtre remplace´es par une condition cohomologique
sur X accompagne´e d’une condition topologique sur D. A la fin de la section 1, nous
avons prouve´
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Proposition 2.22. Soient X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n, D
un domaine relativement compact de X et E un fibre´ holomorphe sur X. On suppose que,
pour 0 ≤ r ≤ n, Hn−r,1c (X,E) = 0 (ce qui est satisfait par exemple si X est (n−1)-comple`te
au sens d’Andreotti-Grauert et en particulier par les varie´te´s de Stein de dimension n ≥ 2)
et que X \D est connexe, alors pour toute (n − r, 1)-forme f a` coefficients dans Lp(X)
a` support dans D, il existe une (n − r, 0)-forme g a` coefficients dans Lp(X) et a` support
dans D telle que ∂g = f .
Il re´sulte du Corollaire 2.11 que lorsque X est une varie´te´ analytique complexe et
D ⊂⊂ X un domaine comple`tement strictement s-convexe de X l’e´quation de Cauchy-
Riemann peut-eˆtre re´solue avec des estimations Lp
′
sur D en degre´ q ≥ s. C’est le cas en
particulier lorsque X est une varie´te´ de Stein et D un domaine strictement pseudoconvexe
a` bord lisse relativement compact dans X.
Corollaire 2.23. Si X est une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2,
D un domaine comple`tement strictement s-convexe a` bord lisse relativement compact dans
X et r un entier tel que 0 ≤ r ≤ n, alors pour tout q tel que 1 ≤ q ≤ n − s et toute
(r, q)-forme f a` coefficients dans Lp(X), telle que
suppf ⊂ D et ∂f = 0 au sens des distributions dans X,
il existe une (r, q − 1)-forme g a` coefficients dans Lp(X) telle que
suppg ⊂ D et ∂g = f au sens des distributions dans X.
Il re´sulte du The´ore`me 2.19 que les Corollaires 2.21 et 2.23 restent valables pour q = n
si f satisfait la condition d’orthogonalite´∫
D
f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′
n−r,0(X) ∩ ker ∂.
Si le domaine D est comple`tement strictement s-convexe, c’est un ouvert s-complet et
lorsque le support de f est contenu dans D, nous avons de´ja` prouve´ a` la fin de la section
1 qu’alors le support de g est e´galement contenu dans D. Notre nouveau re´sultat autorise
le support de f a` rencontrer le bord de D, nous obtenons donc un controˆle beaucoup plus
pre´cis du support de la solution g en fonction du support de la donne´e f .
Nous allons appliquer les re´sultats que nous venons d’obtenir a` l’extension des formes
diffe´rentielles ∂-ferme´es.
The´ore`me 2.24. Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2,
E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X, D un domaine relativement compact dans X et q
un entier compris entre 0 et n − 1. On suppose que D est a` bord Lipschitz et que, pour
tout entier r, 0 ≤ r ≤ n, Hn−r,n−q
Lp′
(D,E∗) est se´pare´ et Hn−r,n−q−1
Lp′
(D,E∗) = 0 si de plus
q ≤ n− 2, alors
(i) Si f ∈ W 1,pr,q (X \ D,E), 0 ≤ q ≤ n − 2, ve´rifie ∂f = 0 sur X \ D, il existe
F ∈ Lpr,q(X,E) telle que F|X\D = f et ∂F = 0 sur X;
(ii) Le re´sultat de (i) reste vrai pour q = n− 1 si f satisfait∫
∂D
f ∧ ϕ = 0, pour toute ϕ ∈ Lp
′
n−r,0(X,E
∗) ∩ ker ∂. (2.1)
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De´monstration. Puisque D est a` bord Lipschitz, il existe un ope´rateur d’extension continu
Ext : W 1,pr,q (X \ D,E) → W
1,p
r,q (X,E). Posons f˜ = Ext(f), alors f˜|X\D = f et ∂f˜ ∈
Lpr,q+1(X,E), de plus le support de ∂f˜ est contenu dans D. Si 1 ≤ q ≤ n−2, en appliquant
le The´ore`me 2.20, on obtient l’existence d’une (r, q)-forme g a` coefficients dans Lp(X,E)
telle que suppg ⊂ D et ∂g = ∂f˜ au sens des distributions dans X. La forme diffe´rentielle
F = f˜ − g satisfait la conclusion du the´ore`me.
Si q = n− 1, on a pour toute ϕ ∈ Lp
′
n−r,0(X,E
∗) ∩ ker ∂∫
D
∂f˜ ∧ ϕ = lim
ν→+∞
∫
D
∂f˜ν ∧ ϕ = lim
ν→+∞
∫
D
d(f˜ν ∧ ϕ) = lim
ν→+∞
∫
∂D
f˜ν ∧ ϕ =
∫
∂D
f ∧ ϕ = 0,
par la formule de Stokes, ou` la suite (f˜ν)ν∈N est une suite de formes de classe C
∞ sur X
qui converge vers f˜ en norme W 1,p, obtenue graˆce au lemme de Friedrich. On peut alors
appliquer le The´ore`me 2.19.
On en de´duit facilement le corollaire suivant sur la re´solution de l’ope´rateur de Cauchy-
Riemann dans un anneau :
Corollaire 2.25. Soit X une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2,
E un fibre´ vectoriel holomorphe sur X, D ⊂⊂ D1 deux domaines relativement compacts
dans X et q un entier compris entre 1 et n− 1. On suppose que D est a` bord Lipschitz et
que, si 0 ≤ r ≤ n, Hr,qLp (D1, E
∗) = 0, Hn−r,n−q
Lp′
(D,E∗) est se´pare´.
Si Hn−r,n−q−1
Lp′
(D,E∗) = 0 et si f ∈ W 1,pr,q (D1 \D,E), 1 ≤ q ≤ n − 2, ve´rifie ∂f = 0
sur X \D, il existe une (r, q− 1)-forme g a` coefficients dans Lp(D1 \D) telle que ∂g = f .
Si q = n− 1, le re´sultat reste vrai sous re´serve que f satisfasse (2.1).
Si de plus le bord de D1 est de classe C
∞ et satisfait la condition Z(q), il existe une
(r, q−1)-forme g a` coefficients dans W 1,p(D1 \D,E)∩W
1/2,p(D1 \D,E) telle que ∂g = f .
Donnons des exemples de domaines D et D1 qui satisfont les hypothe`ses du The´ore`me
2.24 et du Corollaire 2.25.
Si X = Cn, D et D1 peuvent eˆtre chacun des domaines strictement pseudoconvexes
borne´s a` bord C∞ ou des intersections transverses finies de tels domaines ou encore des
polydisques. Pour un entier q donne´, D et D1 peuvent e´galement eˆtre respectivement des
domaines s-convexes et s∗-convexes ou des intersections finies transverses de tels domaines
au sens de Ma et Vassiliadou avec s ≤ n− q − 1 et s∗ ≤ q.
Si X est une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2 et q = 0, le
The´ore`me 2.24 est valide si X est une varie´te´ de Stein et X \D est connexe (on retrouve
ainsi le phe´nome`ne de Hartogs car f est alors une fonction holomorphe) par la Proposition
2.22.
Si X est une varie´te´ analytique complexe de dimension complexe n ≥ 2 et q ≥ 1, les
domaines D et D1 peuvent eˆtre respectivement des domaines comple`tement strictement
s-convexes et comple`tement strictement s∗-convexes a` bord C∞ avec s ≤ n − q − 1 et
s∗ ≤ q. Ces conditions seront en particulier ve´rifie´es si X est une varie´te´ de Stein et
D ⊂⊂ D1 ⊂⊂ X deux domaines strictement pseudoconvexes a` bord C
∞.
Les deux re´sultats pre´ce´dents ont e´te´ prouve´s par D. Chakrabarty et M.-C. Shaw dans
le paragraphe 4 de [4] lorsque p = 2 en utilisant des poids singuliers.
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Terminons cette section par une extension au cadre Lp de la Proposition 4.7 et du
Corollaire 4.8 de´montre´s dans [15] pour p = 2.
Proposition 2.26. Soit X une varie´te´ de Stein de dimension complexe n ≥ 2, E un
fibre´ vectoriel holomorphe sur X et D un domaine relativement compact dans X a` bord
Lipschitz tel que X \D soit connexe. Alors, pour tout r tel que 0 ≤ r ≤ n, Hr,nc,Lp(X \D,E)
est se´pare´ si et seulement si Hr,n−1
W 1,p
(D,E) = 0, ou` Hr,n−1
W 1,p
(D,E) de´signe le groupe de
cohomologie (r, n − 1) de E a` coefficients W 1,p.
De´monstration. Soit f ∈W 1,pr,n−1(D,E) une forme ∂-ferme´e sur D, notons f˜ une extension
W 1,p a` support compact de f a` X. Une telle extension existe puisque le bord de D est
Lipschitz par le The´ore`me 1.4.3.1 de [9]. La (r, n)-forme ∂f˜ est a` coefficients Lp et a`
support compact dans X \D. De plus elle satisfait∫
X\D
θ ∧ ∂f˜ = 0
pour toute (n, 0)-forme holomorphe sur X \D. En effet puisse que X \D est connexe et X
est une varie´te´ de Stein de dimension complexe n ≥ 2, le phe´nome`ne de Hartogs implique
que θ s’e´tend en une (n, 0)-forme θ˜ holomorphe sur X et∫
X\D
θ ∧ ∂f˜ =
∫
X
θ˜ ∧ ∂f˜ =
∫
X
∂θ˜ ∧ f˜ = 0.
La proprie´te´ de se´paration du groupe Hr,nc,Lp(X \D,E) = H
r,n
c˜,Lp(X \D,E) implique alors
qu’il existe une forme g ∈ Lpr,n−1(D,E) a` support compact dans X \D telle que ∂f˜ = ∂g.
par conse´quent la forme f˜ − g est une (r, n − 1)-forme ∂-ferme´e sur X dont la restriction
a` D est e´gale a` f . Puisque X est une varie´te´ de Stein, il re´sulte de la section 1 que
H0,n−1
Lp
loc
(X,E) = 0. Il existe donc une forme h ∈ (Lploc)
0,n−2(X,E) telle que f˜ − g = ∂h
sur X. Par la re´gularite´ inte´rieure de l’ope´rateur ∂ (cf. Proposition 1.4), on peut choisir
h telle que h ∈ (W 1,p)0,n−2(D,E) et puisque g est a` support compact dans X \D, on a
f = ∂h sur D et donc Hr,n−1
W 1,p
(D,E) = 0.
Re´ciproquement soit f ∈ Lpr,n(X,E) une forme ∂-ferme´e a` support compact dansX\D,
orthogonale aux (n− r, 0)-formes Lp
′
a` valeurs dans E∗ et holomorphes dans X \D et en
particulier aux (n − r, 0)-formes Lp
′
a` valeurs dans E∗ et holomorphes dans X. Puisque
X est une varie´te´ de Stein, il re´sulte de la dualite´ de Serre que Hr,nc,Lp(X,E) est se´pare´ et
par conse´quent il existe une (0, n − 1)-forme g ∈ Lpr,n−1(X,E) a` support compact dans
X telle que f = ∂g. De nouveau la re´gularite´ inte´rieure de l’ope´rateur ∂ implique que
l’on peut choisir g dans W 1,pr,n−1(X,E). Comme le support de f est contenu dans X \D,
la forme g est ∂-ferme´e dans D et puisque Hr,n−1
W 1,p
(D,E) = 0, on a g = ∂h pour une
(r, n− 2)-forme h dans W 1,pr,n−2(D,E). Soit h˜ une extension W
1,p de h a` support compact
dans X, alors g − ∂h˜ est dans Lpr,n−1(X,E), a` support compact dans X, s’annule sur D
et ve´rifie ∂(g − ∂h˜) = f , ce qui prouve que Hr,nc,Lp(X \D,E) est se´pare´.
En utilisant la dualite´ entre les complexes
(
(Lpr,•(D,E), ∂) et (L
p′
n−r,•(D,E
∗), ∂c)
)
, on
obtient
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Corollaire 2.27. Soit X une varie´te´ de Stein de dimension complexe n ≥ 2, E un fibre´
vectoriel holomorphe sur X et D un domaine relativement compact dans X a` bord Lipschitz
tel que X \D soit connexe. Alors, pour tout r tel que 0 ≤ r ≤ n, soit Hr,n−1
W 1,p
(D,E) = 0,
soit Hn−r,1
Lp′
(X \D,E∗) n’est pas se´pare´.
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